MATRICE DE RIGIDITE DE PLUSIEURS RESSORTS

Comment forme la matrice de rigidité globale de la structure a partir des

matrices élémentaires F,U,
K
Ka — " FzUjz
E4\/\/\/\/‘\/\/C’/\/\/\/\/\/\/'D_“
Ky
Ka FiUs
—p
K, . Ke FilUz

Ky
Ka

® F,U,
o VY

FaUp

Figure 3.1 Etat possible de mouvement pour une réunion de ressorts



Premier cas

On considére que le nceud 2 et 3 sont bloqués donc les déplacementsU, et Us

sont égales a zéro ,on permet uniguement au nceud 1 de se déplacer dans ce cas
la relation entre Fy; et Ui devient:

F =kaUh
Les lois de la statique impliquent:
Fp=—H

Aucune force ne peut exister au nceud 3 puisque U, et Uz sont nuls tous les deux.
On a donc

F3 = [}
Deuxiéme cas

On pose [If; et U3 égale a zéro ,on remarque que dans ce cas la continuité des déplacements
au nceud 2 impose que chaque ressort se déplace de la méme quantité. Ainsi la force au
nceud 2 a deux composantes, k.U, (force nécessaire pour étirer le ressort AB) ki

(la force nécessaire pour comprimer le ressort BC donc:

Fz — (EE +Hb:}U3 °




En considérant I'équilibre du ressort AB, on a:

K =—-K;U,
Et en considérant I'’équilibre du ressort BC, on a:

F3 =—-K,U;

Troisieme cas

Finalement, U; et U; sont posés égale a zéro et par analogie avec le
premier cas on aura

F3 — HEJUE-
FE — _F3

Il est évident que F; =0 carles nceuds A et B ne bougent pas




Action combinée

Il reste a combiner les résultats obtenus pour obtenir la forme de I'équation (2.3)

F K11 K12 K3 (U4
For=| karkaskag [fUz
3 Kg1kgakaz 1WU;

Puisqu’on considére le comportement linéaire élastique de I'ensemble , le principe de
superposition peut étre utilisé et les trois cas considérés ajoutés ainsi on obtient

1% cas 2™ cas 3°Mcas
Somme des forces en A F1 K, U, -K,U, 0
Somme des forces en B F, —-K, Uy (K, + K,)U, —K,Us

Somme des forces en C F3 0 —K, U, K, Us;




L’écriture sous forme matricielle donne:

k., —k., 0
[K]: _kﬂ kﬂ-l_kb _kh
0 —ky  kgg

On remarque que la matrice de rigidité [K] est symétrique
Application aux charpentes

Pour une barre uniforme articulée la valeur de la rigidité K peut s’obtenir a partir de la
relation entre contrainte et déplacement

F —Eﬂ i)
1= 1
L
Ou Fi estlatension dans le membre considéré et U1 son extension.
Donc K= . Ainsi pour une barre de section uniforme I'équation prends la forme

suivante:

-1 o
F) L =1 11U,




L’équation ci-dessus représente la relation entre les forces agissantes sur les extrémités
de la barre et les déplacements se produisant aux nceuds, cela est écrit dans les
coordonnées de la barre. Cependant il faut tenir compte du fait que les charpentes sont
habituellement formés d’'un ensemble de barres faisant des angles entre eux. Pour écrire
la matrice de rigidité globale il faut écrire la matrice de chaque élément dans le systeme
globale de coordonnées adopté pour toute la structure.
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Systéme de coordonnée globale




Le membre 1-2 est incliné d’un angle 6 (positif dans le sens trigonomeétrique) dans le
systeme globale. Les axes x ety représente le systéme local de I'élément et x et v
le systeme global, les déplacements respectifs etant U et ¥ et U , 17 et les forces
F. ,F, etF, ,F;._,_.Puisgu’un déplacement axial de I'élément posséde en général des
composantes U et 17 dans le systeme global, il est nécessaire de développer
I'équation de la maniére suivante.
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Puisqu’'un membre articulé peut seulement supporter une charge axiale , Fy1 = F2 = 0.
On remarque qu’on peut relier les systémes de forces en coordonnées locales et global

au noceud 1 par les expressions.

Fyq1 = Fq cos80+ F,q5in8

F,

vi = —Fyq 5ind + Fycos8

On a les mémes expression au nceud 2 H




Enposantque: sind=pu et cos@=F on obtient le systéme de forces

Foq B H 0 0 F_.x.'l
Foal | —wm 5 0 01, Fyy |
Fro 0 0 B u | |E.2
Fy2 0 0 —# BIE,,

Ou {F} — [T]{F_}

T est appelée matrice de changement de basse ou de passage .Une propriété
trés utile de cette derniére est que son inverse est égale a sa transposée c’est-a-dire

[T =[1T"

La relation qui existe entre les deux ensembles de déplacements est la méme que
celle qui existe entre les deux ensembles de forces.

{8} = [T]{5}




Nous avons les données nécessaires pour établir la matrice de rigidité [K°] de
I'élément dans le systéme de coordonnées globale . La relation entre forces et
déplacements de base pour I'élément donnée par I'équation (**) établit que {F}= [K*°]{5]}
En combinant avec I'équation (****) on obtient

[THF} = [K°){s}
En multipliant les deux membres par [T]-1 et en utilisant le fait que [T]"! = [T]"

[T1-*[T1{F} = [[T]"K<1{&}
bone {F}= [T K*1{5}

A partir de I'équation  {§} = [T]{E} et en remplacant dans I'équation ci-dessus on
a
{(F} = [[TT" K =]1[T}{5} = [k *1{5}

De la on peut voir que la matrice de rigidité [K°]1 de rélément écrite dans le
systéme de coordonnées globale s’obtient a partir de 'équation suivante:

[&=]=[[TI"K*][T]

Dans laquelle K¢ est la matrice de rigidité dans le systeme de coordonnées locales
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